
3 Espaces fonctionnels

3.1 Topologie d’un espace métrique

Soit (X, d) un espace métrique; c’est-à-dire, X est un ensemble quelconque et
d : X ⇥ X ! R

+

est une fonction vérifiant les trois propriétés suivantes pour
tous u, v, w 2 X:

Séparation de points: d(u, v) = 0 si et seulement si u = v;

Symétrie: d(u, v) = d(v, u);

Inégalité triangulaire: d(u, v)  d(u,w) + d(w, v).

On appelle d une métrique (ou une distance) sur X. Rappelons qu’une boule
ouverte de centre u 2 X et de rayon r > 0 est définie par

B(u, r) = {v 2 X : d(u, v) < r}.

Un ensemble A ⇢ X est dit ouvert si pour tout point u 2 A il existe une boule
ouverte B ⇢ X de centre u telle que B ⇢ A. Un ensemble A ⇢ X est dit fermé
si son complémentaire est ouvert. Un espace métrique est dit complet si toute
suite de Cauchy possède une limite. Si Y est un autre espace métrique, alors
une fonction f : X ! Y est dite continue si pour tout u 2 X et " > 0 il existe
un � > 0 tel que

v 2 X, dX(u, v) < � =) dY
�

f(u), f(v)
�

< ",

où on écrit dX et dY pour les métriques de X et Y .

Exercice 3.1. Soit X et Y des espaces métriques et f : X ! Y une fonction.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:

• f est continue;

• Si (un)n�1

⇢ X est une suite convergente, alors (f(un))n�1

converge aussi;

• L’image réciproque par f de tout ensemble ouvert (fermé) est ouverte
(fermée);

• Pour tout u 2 X et tout ouvert U ⇢ Y contenant f(u) il existe un ouvert
V ⇢ X tel que u 2 V et f(V ) ⇢ U .

Tout espace vectoriel normé X est un espace métrique. Dans ce cas, la
métrique est donnée par la formule d(u, v) = ku� vk, où k · k désigne la norme
de X.

Exercice 3.2. Montrer que dans un espace vectoriel normé les opérations d’addi-
tion et de multiplication par un scalaire sont continues.

Définition 3.3. Un espace métrique X est dit compact si tout recouvrement
de X par des ouverts contient un sous-recouvrement fini. En d’autres termes,
si X =

S

↵ U↵, où U↵ ⇢ X sont des ouverts, alors il existe ↵
1

, . . . ,↵n tels que
X =

Sn
k=1

U↵k
.
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Exercice 3.4. Soient X et Y des espaces métriques. Montrer que si Y est com-
pact, alors toute fonction F : X ! Y avec un graphe fermé est continue. En
particulier, si X, Y sont des espace métriques compacts et F : X ! Y est une
bijection continue, alors l’inverse de F est continue.

Exemples 3.5. Fonctions continues bornées. Soit D ⇢ Rd un ouvert. On
note C(D) l’espace des fonctions continues f : D ! C telles que

kfkL1 := ess sup
x2D

|f(u)| < 1. (3.1)

Alors C(D) munie de la norme k · kL1 est un espace de Banach.

Espaces de Lebesgue. Soit p 2 [1,+1] et D ⇢ Rd un ouvert. On
note Lp(D) l’espace des fonctions boréliennes f : D ! C telles que

kfkLp =

✓

Z

D

|f(x)|pdx

◆

1/p

< 1. (3.2)

Dans le cas p = 1, cette norme est remplacée par kfkL1 .

Espaces de Sobolev. Soit I = (a, b) un intervalle (qui peut être non borné).
Rappelons qu’une fonction continue f : I ! C est dite absolument continue si
il existe une fonction borélienne g : I ! C intégrable sur tout intervalle borné
J ⇢ I telle que

f(x) = C +

Z x

x0

g(y) dy, x 2 I,

où C est un nombre complexe et x
0

2 I. On appelle g la dérivée de f et l’on
note g = f 0. Soit p 2 [1,+1]. L’espace de Sobolev W 1,p(I) est définit comme
l’ensemble de fonctions absolument continues dont la dérivée appartient à Lp(I).
Cet espace est muni de la norme

kfkW 1,p =
�

kfkpLp
(I) + kf 0

k

p
Lp

(I)

�

1/p
.

Les espaces de Sobolev d’ordre supérieur sont définit par récurrence. Plus pré-
cisément, pour un entier k � 2 on introduit l’espace

W k,p(I) = {f 2 W 1,p(I) : f 0
2 W k�1,p(I)}

muni de la norme

kfkWk,p
(I) =

✓ k
X

j=0

kf (j)
k

p
Lp

(I)

◆

1/p

,

où f (j) désigne la jième dérivée de f .

Exercice 3.6. Montrer que les espaces considérés dans l’exemple 3.5 sont des
espaces de Banach.
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3.2 Théorème de Weierstrass

Théorème 3.7. Soit [a, b] ⇢ R un intervalle borné et f : [a, b] ! R une fonction
continue. Alors il existe une suite de polynômes {Pn} tel que

kf � PnkL1
! 0 quand n ! 1. (3.3)

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que [a, b] = [0, 1] et
que f(0) = f(1) = 0. On continue f sur R\ [0, 1], en obtenant ainsi une fonction
uniformément continue sur R à support dans [0, 1].

On définit Qn(x) = cn(1� x2)n, avec cn > 0 tel que

Z

1

�1

Qndx = 1. (3.4)

Il est facile à voir que cette condition implique l’inégalité cn < n+1

2

. Il s’ensuit
que, pour tout � > 0,

sup
�|y|1

|Qn(y)| ! 0 quand n ! 1. (3.5)

On définit maintenant

Pn(x) =

Z

1

�1

f(x+ y)Qn(y) dy =

Z

1

0

f(y)Qn(x� y) dy, x 2 [0, 1].

Alors Pn est un polynôme. Montrons que la suite {Qn} converge vers f unifor-
mément sur [0, 1]. En e↵et, soit " > 0. Comme f est uniformément continu, il
existe � > 0 tel que

|y|  � =) |f(x+ y)� f(x)|  "/2. (3.6)

Pour tout x 2 [0, 1], on a

|f(x)� Pn(x)| 

Z

R
|f(x+ y)� f(x)|Qn(y) dy



✓

Z

|y|�

+

Z

�|y|1

◆

|f(x+ y)� f(x)|Qn(y) dy,

où on a utilisé (3.4). Il s’ensuit de (3.4) et (3.6) que la première intégrale est
majorée par "/2 pour tout n et x. D’autre part, la convergence (3.5) implique
que la deuxième intégrale converge vers zéro uniformément en x quand n ! 1.
On conclut que |f(x)� Pn(x)|  " pour n � 1 et tout x 2 [0, 1].

Corollaire 3.8. Il existe une suite de polynômes Pn telle que Pn(0) = 0 pour
tout n � 1 et Pn(x) ! |x| quand n ! 1 uniformément en x 2 [�a, a] pour tout
a > 0.
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3.3 Théorème de Stone–Weierstrass

Le théorème de Weierstrass démontré ci-dessous permet d’établir un résultat
plus général, appelé le théorème de Stone–Weierstrass, qui implique, en par-
ticulier, la densité de des polynômes dans l’espace C(D) pour tout domaine
borné D ⇢ Rd. Pour énoncer ce résultat, on introduit d’abord quelques défini-
tions.

Définition 3.9. Soit X un espace métrique compact et C(X) l’espace des
fonctions continues f : X ! C muni de la norme

kfkL1 = sup
u2X

|f(u)|.

Un sous espace A ⇢ C(X) est appelé une algèbre si fg 2 A pour toutes fonctions
f, g 2 A. On dit qu’une algèbre A ⇢ C(X) sépare les points si pour tous
u, v 2 X, u 6= v, il existe f 2 A tel que f(u) 6= f(v).

Théorème 3.10 (théorème de Stone–Weierstrass). Soit X un espace métrique
compact et A ⇢ CR(X) une algèbre fermée qui sépare les points. Alors soit
A = CR(X), soit il existe v 2 X tel que A = {f 2 CR(X) : f(v) = 0}. En
particulier, si la fonction 1 identiquement égale à 1 appartient à A, alors A est
confondue avec CR(X).

Nous n’allons considérer que le cas particulier où 1 2 A. Dans cette situation
le théorème est conséquence des deux propositions suivantes:

Proposition 3.11. Soit A ⇢ CR(X) une algèbre. Alors min(f, g),max(f, g) 2
A pour toutes fonctions f, g 2 A.

Proposition 3.12 (théorème de Kakutani–Krein). Soit L ⇢ CR(X) un sous-
espace vectoriel fermé qui sépare les points, contient la fonction 1 et est tel que
min(f, g),max(f, g) 2 L pour toutes fonctions f, g 2 L. Alors L = CR(X).

Démonstration de la proposition 3.11. Comme max(f, g) = 1

2

|f�g|+ 1

2

(f+g) et
min(f, g) = �max(�f,�g), il su�t de montrer que si f 2 A, alors |f | 2 A. Sans
perte de généralité, on peut supposer que kfkL1

 1. D’après le théorème de
Weierstrass, il existe une suite de polynômes {Pn} telle que supx

�

�Pn(x)�|x|
�

�

! 0
quand n ! 1, où la borne supérieure est prise par rapport à x 2 [�1, 1]. On
peut supposer que Pn(0) = 0 pour tout n � 0; dans le cas contraire, il su�t
de remplacer Pn par Pn � Pn(0). Alors kPn(f) � |f |kL1

! 0 quand n ! 1.
Comme A est un algèbre et Pn(0) = 0, on a Pn(f) 2 A, et comme A est fermée,
on conclut que |f | 2 A.

Démonstration de la proposition 3.12. Soit g 2 CR(X) une fonction et " > 0
quelconque. On cherche f 2 L tel que kf � gkL1

 ". Supposons que pour
tout u 2 X il existe fu 2 L tel que fu(u) = g(u) et g  fu + ". Pour tout
u 2 X il existe un voisinage Vu tel que g(u) � fu(u) � " pour u 2 Vu. Comme
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S

u2X Vu est un recouvrement du compact X, il existe u
1

, . . . , un 2 X tels que
S

j Vuj = X. On définit f = min(fu1 , . . . , fun). Alors

f(u) + " = min(fuj (u), j = 1, . . . , n) + " � g(u) pour tout u 2 X.

D’autre part, pour tout u 2 X il existe un entier j tel que u 2 Vuj . Il s’ensuit
que f(u) � "  fuj (u) � "  g(u). Ces deux inégalités impliquent le résultat
cherché.

Il nous reste à construire les fonctions fu 2 L. Comme L sépare les points
et 1 2 L, pour tous points u, v 2 X il existe fuv 2 L tel que fuv(u) = g(u)
et fuv(v) = g(v). Pour tout v 2 X on note Uv un voisinage de v tel que
fuv(z) + " � g(z) pour z 2 Uv. Comme X est compact, il existe u

1

, . . . , un 2 X
tels que

S

j Uvj = X. Alors la fonction fu = max(fuv1 , . . . , fuvn) appartient à A

et vérifie les propriétés requises.

Le fait que dans le théorème 3.10 on considère le cas réel est important.
Par exemple, si A désigne le sous-espace dans C([0, 2⇡]) des fonctions telles

que
R

2⇡

0

f(x)eikx dx = 0 pour tout entier k < 0, alors A est une algèbre fer-
mée qui sépare les points et contient la fonction identiquement égale à 1, mais
A 6= C([0, 2⇡]). Cependant, sous une hypothèse supplémentaire sur l’algèbre, le
théorème de Stone–Weirestrass reste vrai dans le cas complexe.

Théorème 3.13 (théorème de Stone–Weierstrass complexe). Soit X un espace
métrique compact et A ⇢ C(X) une algèbre fermée qui sépare les points et telle
que f̄ 2 A pour tout f 2 A. Alors soit A = C(X), soit il existe v 2 X tel que
A = {f 2 C(X) : f(v) = 0}.

Le fait que le conjugué complexe de tout élément f 2 A appartient à A est
important. Par exemple, si D ⇢ C désigne le disque unité, alors les fonctions
holomorphes continues sur D forment une algèbre A fermée qui sépare les points
et contient la fonction identiquement égale à 1, mais A 6= C(D).

Démonstration. Il est facile à voir que si f 2 A, alors Re f, Im f 2 A. Il s’ensuit
que ReA = {Re f : f 2 A} est une algèbre fermée qui sépare les points. De
plus, elle est confondue avec ImA = {Im f : f 2 A}. D’après le théorème de
Stone–Weierstrass, soit il existe v 2 X tel que ReA = {f 2 CR(X) : f(v) = 0},
soit ReA = CR(X). La conclusion du théorème est une conséquence immédiate
de ce résultat.

Un corollaire intéressant du théorème de Stone–Weierstrass est le résultat.

Théorème 3.14 (théorème d’extension de Tietze). Soit X un espace métrique
compact et Y ⇢ X un ensemble fermé. Alors pour toute fonction f 2 CR(Y ) il
existe f̃ 2 CR(X) tel que f̃(u) = f(u) pour tout u 2 Y .

Démonstration. On note R : C(X) ! C(Y ) l’opérateur de restriction d’une
fonction f : X ! R à Y . Il faut montrer que R est surjective. Il est claire
que Im(R) est une algèbre dans CR(Y ) qui contient la fonction 1. De plus, le
lemme suivant implique que Im(R) sépare les points.
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Lemme 3.15 (Urysohn). Soit X un espace métrique compact et F
1

, F
2

⇢ X
deux fermés disjoints. Alors il existe une fonction continue f : X ! R telle que
f(u) = 0 pour u 2 F

1

et f(u) = 1 pour u 2 F
2

.

D’après le théorème de Stone–Weierstrass, pour conclure que Im(R) = CR(Y ),
il su�t de montrer que Im(R) est fermé. On note N = {f 2 CR(X) : Rf = 0}
le noyau de R et CR(X)/N l’espace quotient. Alors on peut définir l’application
eR : CR(X)/N ! CR(Y ) qui associe à [f ] la fonction Rf . La propriété cherchée
sera établie si on arrive à montrer la relation

k

eR[f ]kL1
(Y )

= k[f ]kCR(X)/N pour tout f 2 CR(X).

Comme kR(f)kL1
 kfkL1 , on a k

eR[f ]kL1
(Y )

 k[f ]kCR(X)/N . Il su�t donc
construire, pour tout g 2 Im(R), une fonction f 2 CR(X) telle que R(f) = g et
kfkL1

(X)

 kgkL1
(Y )

. Comme g 2 Im(R), il existe h 2 CR(X) tel que Rh = g.
La fonction f = max

�

�kgkL1 ,min(kgkL1 , h)
�

vérifie la propriété requise.

Démonstration du lemme 3.15. On définit f : X ! R par la formule

f(u) =
d(u, F

1

)

d(u, F
1

) + d(u, F
2

)
.

Alors f est continue, s’annule sur F
1

et est égale à 1 sur F
2

.

3.4 Théorème de Arzelà–Ascoli

Soit X un espace métrique. Le résultat suivant donne une condition nécessaire
et su�sante pour la compacité d’un sous-ensemble de C(X), sous l’hypothèse
que X soit compact.

Théorème 3.16. Supposons que X est compact. Alors un ensemble A ⇢ C(X)
est compact si et seulement si il est fermé et vérifie les deux propriétés suivantes:

(a) Pour tout u 2 X, l’ensemble {f(u), f 2 A} est borné dans C.

(b) La famille A est équicontinue en tout point u 2 X; c’est-à-dire, pour tout
" > 0 il existe un voisinage Vu de u tel que

v 2 Vu =) |f(v)� f(u)|  " pour tout f 2 A. (3.7)

Nous aurons besoin d’un résultat qui donne des conditions nécessaires et
su�santes pour la compacité d’un espace métrique. Sa démonstration est laissée
comme un exercice.

Exercice 3.17. Montrer que, pour un espace métrique Y , les propriétés suivantes
sont équivalentes.

• Y est compact;

• Si {F↵} est une famille de fermés de Y telle que
Tn

j=1

F↵j
6= ? pour tout

ensemble fini {↵
1

, . . . ,↵n}, alors
T

↵ F↵ 6= ?.
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• Y est complet, et pour tout " > 0 il existe des points u
1

, . . . , un 2 X tels
que Y =

S

j B(uj , "), où B(u, r) désigne la boule ouverte de centre u 2 Y
et de rayon r > 0.

• Toute suite {un} ⇢ Y possède un point d’accumulation.

Démonstration du théorème 3.16. Montrons d’abord que les conditions (a) et (b)
sont nécessaires. Comme tout ensemble compact est borné, A est borné et, par
conséquent, {f(u), f 2 A} est borné dans C. Pour établir (b), on fixe " > 0 et
on utilise l’exercice 3.17 pour trouver des fonctions fnj , j = 1, . . . , k, telles que

min{kf � fnj
kL1 , j = 1, . . . , k}  "/3 pour tout f 2 A. (3.8)

Soit maintenant u 2 X et V ⇢ X un voisinage de u tel que

v 2 V =) |fnj
(v)� fnj

(u)|  "/3 pour j = 1, . . . , k. (3.9)

Les inégalité (3.8) et(3.9) impliquent que, pour tout f 2 A et v 2 V , on a

|f(v)� f(u)|  |f(v)� fnl
(v)|+ |fnl

(v)� fnl
(u)|+ |fnl

(u)� f(u)|  ",

où l 2 [[1, k]] est un entier sur lequel le minimum dans (3.8) est atteint.

Montrons maintenant que les conditions (a) et (b) sont su�santes pour la
compacité de A. Il su�t d’établir que pour tout " > 0 il existe f

1

, . . . , fn tels
que

A ⇢

n
[

j=1

B(fj , 3"). (3.10)

D’après (b), pour tout u 2 X il existe un voisinage Vu ⇢ X tel que (3.7) a lieu.
Comme X est compact, il existe u

1

, . . . , um 2 X tels que X =
Sm

l=1

Vul
. Les

ensembles {f(ul), f 2 A} sont bornés dans C. Il s’ensuit qu’il existe un nombre
fini de fonctions f

1

, . . . , fn 2 A telles que

min{|P (f)� P (fj)|, j = 1, . . . , n} < ", (3.11)

où P (f) = (f(u
1

), . . . , f(um)) et | · | désigne la norme dans Cm. Les inégal-
ités (3.7) et (3.11) impliquent que, pour tout v 2 X, on a

|f(v)� fj(v)|  |f(v)� f(ul)|+ |f(ul)� fj(ul)|+ |fj(ul)� fj(v)|  3",

où j désigne l’entier sur lequel le minimum dans (3.11) est atteint et l est un
entier tel que v 2 Vul

. Comme v était quelconque, on obtient (3.10).

Le théorème 3.16 permet d’établir la compacité d’injection de certains espace
fonctionnels. Pour � 2 (0, 1] et un domaine borné D ⇢ Rd, on note C�(D)
l’espace des fonctions continues f : D ! C telles que

kfkC� := sup
x2D

|f(x)|+ sup
x 6=y

|f(x)� f(y)|

|x� y|�
< 1.

Rappelons qu’une application linéaire L : X ! Y est dite compacte si l’image
par L de tout ensemble borné dans X est relativement compact dans Y .
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Corollaire 3.18. Pour tout � 2 (0, 1] et tout domaine borné D ⇢ Rd, l’injection
C�(D) ⇢ C(D) compact.

Démonstration. Il su�t de montrer que si (fn) ⇢ C�(D) est une suite bornée,
alors il existe une suite extraite qui converge dans C(D). D’après le théorème 3.16,
l’existence d’une telle suite sera établie si on montrer que A = (fn) vérifie les
propriétés (a) et (b). La validité de (a) est évidente. Pour prouver (b), on
remarque qui si kfnkC�

 C, alors

|fn(x)� fn(y)|  C |x� y|� pour tous x, y 2 D.

Cette inégalité implique immédiatement la propriété (b).

3.5 Compacité dans les espaces Lp

Le théorème de Arzelà–Ascoli donne une conditions nécessaire et su�santes
pour la compacité d’un sous-ensemble fermé dans C(X). Nous allons établir
maintenant un résultat similaire pour les espaces Lp avec p < 1.

SoitD ⇢ Rd un domaine borné et p 2 [1,+1[ . Rappelons que toute fonction
f 2 Lp(D) est continue en moyenne Lp :

!f (�, p) := sup
|y|�

✓

Z

D

|f(x+ y)� f(x)|p dx

◆

1/p

! 0 quand � ! 0, (3.12)

où on a prolongé f par zéro à Rd
\ D. Une idée de la démonstration de ce

résultat est donnée à la fin de ce paragraphe.

Théorème 3.19. Soit A ⇢ Lp(D) un sous-ensemble fermé borné. Alors A

est compact si et seulement si la convergence (3.12) a lieu uniformément par
rapport à f 2 A.

Démonstration. Montrons d’abord la nécessité de la condition (3.12). Soit " > 0
et {f

1

, . . . , fn} ⇢ A un ensemble fini tel que

min{kf � fjkLp , j = 1, . . . , n}  " pour tout f 2 A. (3.13)

Comme (3.12) est vrai pour fj , il existe � > 0 tel que

k⌧yfj � fjkLp
 " pour |y|  �, j = 1, . . . , n, (3.14)

où (⌧f)(x) = f(x + y). Les inégalités (3.13) et (3.14) impliquent que, pour
f 2 A et |y|  �, on a

k⌧yf � fkLp
 k⌧y(f � fl)kLp + k⌧yfl � flkLp + kfl � fkLp

 3",

où l 2 [[1, n]] désigne l’entier sur lequel le minimum dans (3.13) est atteint.
Comme " > 0 était quelconque, on conclut que (3.12) a lieu uniformément par
rapport à f 2 A.
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Prouvons maintenant que la convergence (3.12) uniform par rapport à f 2 A

est su�sante pour la compacité de A. Soit � 2 C1
0

(Rd) une fonction positive
portée par la boule BRd(0, 1) telle que

R

Rd � dx = 1 et �n(x) = nd�(nx), où
n � 1 est un entier. Pour f 2 L1(Rd) on définit

f (n)(x) := (�n ⇤ f)(x) =

Z

Rd

�n(x� y)f(y) dy.

La démonstration du lemme suivant est donnée à la fin de ce paragraphe.

Lemme 3.20. Pour tout p 2 [1,+1[ et f 2 Lp(D), on a

k�n ⇤ f � fkLp
 !f (n

�1, p). (3.15)

Comme la convergence (3.12) a lieu uniformément par rapport à f 2 A, on
voit que

sup
f2A

kf (n)
� fkLp

! 0 quand n ! 1.

Comme l’injection C(D) ⇢ Lp(D) est continue, la compacité de A dans Lp(D)
sera donc démontrée si on arrive à établir, pour tout n � 1, la compacité relative
de {f (n), f 2 A} dans C(D). Pour cela il su�t de remarquer que

sup
x2Rd

✓

|f (n)(x)|+
n
X

j=1

|@jf
(n)(x)|

◆

 CnkfkLp

et utiliser le théorème de Arzelà–Ascoli.

Démonstration du lemme 3.20. En utilisant la définition de �n ⇤ f et l’inégalité
de Hölder, on écrit

k�n ⇤ f � fkpLp =

Z

D

�

�

�

�

Z

Rd

�n(y)
�

f(x� y)� f(x)
�

dy

�

�

�

�

p

dx



Z

D

Z

Rd

�n(y)
�

�f(x� y)� f(x)
�

�

p
dy dx

=

Z

BRd (0,n
�1

)

�n(y)

Z

D

�

�f(x� y)� f(x)
�

�

p
dx dy

 sup
|y|n�1

Z

D

|f(x� y)� f(x)|pdx = !p
f (�, p).

Idée de la démonstration de la convergence (3.12). On doit montrer que

k⌧yf � fkLp
! 0 quand |y| ! 0. (3.16)

Pour une fonction f : D ! C et un entier N � 1, on pose fN (x) = f(x) si
|f(x)|  N et fN (x) = 0 dans le cas contraire. Alors, pour toute fonction
f 2 Lp(D), on a

sup
|y|1

k⌧yf � ⌧yfNkLp
! 0 quand N ! 1.
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Il s’ensuit qu’il su�t de prouver (3.16) pour des fonctions bornées. De plus,
toute fonction bornée peut être approchée, uniformément par rapport à x 2 D,
par des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques. On conclut donc
que la convergence (3.16) sera démontré pour toute fonction f 2 Lp(D) si on
arrive à l’établir pour la fonction caractéristique de tout sous-ensemble borélien
de D.

Il est bien connu que pour tout ensemble borélien A ⇢ D et tout " > 0 il
existe un ouvert G" ⇢ A et un compact F" ⇢ A tels que `(G" \ F") < ", où `
désigne la mesure de Lebesgue. On définit la fonction

g"(x) =
d(x,Gc

")

d(x, F ) + d(x,Gc
")
, x 2 Rd.

Alors g" est une fonction continue sur Rd telle que 0  g"  1 et

sup
|y|1

k⌧yg" � ⌧yIAkLp
 `(G" \ F")

1/p < "1/p,

où IA désigne la fonction caractéristique de A. On voit qu’il su�t d’établir (3.16)
pour la fonction continue à support compact g". Dans ce cas, comme D est
borné, la propriété requise est une conséquence immédiate de la continuité uni-
forme de g".
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